MECANICA GERAL - 2/2019
LISTA 7

1. Considere um oscilador amortecido com frequéncia natural fixa wy e constante de amortecimento
B (pequena - o que isto quer dizer?) também fixa que estd sendo forgado por uma forga senoidal
de frequéncia w, que podemos fazer variar. Mostre que a amplitude da resposta do oscilador no

estado estaciondrio é méxima quando w = \/wg — 262, (Note que se a ressonancia é estreita, isto
é, se o valor de @) é grande, isto implica em que w =~ wy.)

2. No problema anterior, vocé mostrou que se a frequéncia do forcamento w pode variar, a resposta
méxima do oscilador (A?) amortecido e forgado ocorre quando w &~ wy (se a frequéncia natural do
oscilador livre é wy e a constante de amortecimento 8 << wy). Mostre que A% é igual & metade
de seu valor maximo quando w ~ wy + [, de modo que a largura total da curva de ressonancia
na metade de seu méximo é 23. (Sugestio : Seja cuidadoso com as aproximagoes usadas. Por
exemplo, pode se dizer que w + wy &~ 2wy, mas certamente vocé nao pode dizer que w — wy ~ 0.)

3. Considere um oscilador amortecido, com frequéncia natural wy e constante de amortecimento
B, ambos fixados, que é forcado pela forca F'(t) = Fycos(wt).

(a) Calcule a taxa P(t) com a qual a for¢ca F(t) realiza trabalho e mostre que seu valor médio
< P > ao longo de qualquer nimero de ciclos completos é mBw?A2.

(b) Verifique que este valor é igual a taxa média com que energia é dissipada pela forca de arrasto.
(c) Mostre que, se variarmos w, < P > serd maximo quando w = wy; isto é, que a ressonancia na
poténcia ocorre sempre quando w = wy e este é um resultado exato.

4. Um raio de luz vai de um ponto P, num meio de indice de refragao n; até um ponto P, num
meio de indice de refracao ny, passando pelo ponto @) (cuja posigdo exata temos que determinar)
na interface plana entre os dois meios. Mostre que:

(a) o principio de Fermat implica em que, na trajetéria seguida pelo raio de luz, ) tem que estar
num plano perpendicular a interface que contenha os pontos P e P;

(b) e que esta trajetéria obedeca & lei de Snell.

(Sugestoes: escolha o plano da interface como o plano zz, e escolha o eixo y passando pelo
ponto P; de modo que suas coordenadas sejam (0, h1,0) e que as coordenadas de P,, situado no
plano zy, sejam (z2, —hy,0). Chame as coordenadas de @ de (z,0, z). Calcule o tempo que a luz
leva para percorrer o trajeto P;(QQ P> e mostre que este tempo é minimo quando a coordenada z do
ponto @ é nula, e o trajeto obedece a lei de Snell.)

5. De um modo geral, o integrando f(y,v’, ) cuja integral queremos minimizar depende de y, v/
e x. Quando f ¢é independente de uma destas varidveis, o problema pode se simplificar bastante.
Nestes casos, podemos encontrar com facilidade uma constante de movimento, chamada neste
contexto de uma primeira integral das equacoes de Fuler-Lagrange. Esta primeira integral reduz
o problema, que em geral é traduzido por uma equacao diferencial de 2% ordem, numa equagao de
1% ordem, mais facil de resolver.

(a) Suponha que f = f(y',x) ndo dependa de y. Prove que, neste caso, a equagao de Euler-
Lagrange se reduz a

df /0y' = constante

Na mecanica Lagrangeana, veremos que esta simplificacao ocorre sempre que uma componente do



momento se conserva.
(b) Suponha agora que f = f(y,y’) ndo dependa da varidvel independente x. Prove que, neste

caso,
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Em seguida, use a equagao de Euler-Lagrange para substituir df/dy do lado direito e mostre
portanto que
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Prove que este resultado nos d4 imediatamente uma primeira integral dada por

9,
f— y’af/ = constante.
Y

Este resultado pode simplificar muitos calculos. Na mecanica Lagrangeana, onde a variavel in-
dependente é o tempo t, o resultado correspondente a este é que, se a funcao Lagrangeana for
independente de ¢, entao a energia é conservada.



