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LISTA 8

1. Em um certo problema unidimensional, a energia potencial de uma massa m a uma distancia
x da origem é dada por

U(r) = U, (x + A2R>

~°\R x

onde 0 < x < o0 e Uy, R e X\ sao constantes positivas.
(a) Encontre a posi¢ao de equilibrio z.
(b) Chame de h a distancia a partir do equilibrio e use a expansao de Taylor de U(zo + h) até
segunda ordem para mostrar que, para pequenos valores de h, U(h) = constante + 1/2kh?.
(c) Qual a frequéncia angular de pequenas oscilagoes deste sistema?

2. Uma mola de massa desprezivel é suspensa do teto. Nesta posicao, uma massa é presa a sua
extremidade livre e abandonada a partir do repouso. O movimento é criticamente amortecido, e a
posicao final de repouso da massa esta 0, 5m abaixo da posicao de onde ela foi abandonada. Qual
a distancia a que ela se encontra desta posicao final de equilibrio 1s apds ser abandonada?

3. Um oscilador sem amortecimento tem periodo 75 = 1s. Quando sofre um amortecimento fraco,
a amplitude de suas oscilacoes decresce para a metade em um periodo 7. Exprima § em funcao
de wy, a frequéncia angular do oscilador sem amortecimento, e determine 7.

4. Um sistema massa-mola, de frequéncia natural wy, é submetido a duas experiéncias de relaxacao
semelhantes em meios viscosos diferentes. A experiéncia consiste em puxar a mola até que tenha
uma deformacdo z e entao soltd-la e acompanhar o movimento resultante. Um dos meios (1)
promove amortecimento critico e o outro (2) produz uma forga de arrasto com coeficiente duas
vezes maior que o primeiro.

(a) Escreva a solugao completa do problema nos dois casos.

(b) Determine, como funcao do tempo, a razao entre as velocidades atingidas pelo sistema nas
duas experiéncias vy (t)/vo(t). Analise o valor desta razao para pequenos valores de ¢ até segunda
ordem e determine se ela é maior ou menor que 1 neste caso.

5. De um modo geral, o integrando f(y,y’, ) cuja integral queremos minimizar depende de y, ¢/
e . Quando f é independente de uma destas variaveis, o problema pode se simplificar bastante.
Nestes casos, podemos encontrar com facilidade uma constante de movimento, chamada neste
contexto de uma primeira integral das equacoes de Euler-Lagrange. Esta primeira integral reduz
o problema, que em geral é traduzido por uma equacao diferencial de 2* ordem, numa equacao de
1% ordem, mais facil de resolver.

(a) Suponha que f = f(y/,z) ndo dependa de y. Prove que, neste caso, a equagao de Euler-
Lagrange se reduz a

df /0y = constante

Na mecanica Lagrangeana, veremos que esta simplificagao ocorre sempre que uma componente do
momento se conserva.
(b) Suponha agora que f = f(y,y’) ndo dependa da variavel independente x. Prove que, neste

caso,
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Em seguida, use a equagao de Euler-Lagrange para substituir df/dy do lado direito e mostre
portanto que
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Prove que este resultado nos da imediatamente uma primeira integral dada por

0
f— y/af/ = constante.
Y

Este resultado pode simplificar muitos calculos. Na mecanica Lagrangeana, onde a variavel in-
dependente é o tempo t, o resultado correspondente a este é que, se a funcao Lagrangeana for
independente de ¢, entao a energia é conservada.



