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Tutorial: Órbitas Fechadas, Energia, e Momento Angular

Neste caṕıtulo, estudamos o movimento orbital sob a influência de um potencial da forma 1/r. Os resultados
que obtivemos são bastante gerais, mas muitas vezes vamos estar mais interessados no caso de um objeto
de pequena massa orbitando outro de massa muito maior sob a ação exclusiva da interação gravitacional.
Neste caso, a equação da órbita e a velocidade orbital podem ser escritas na forma:
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Como vimos em aula, a equação da órbita implica em relações entre os parâmetros geométricos da órbita e
algumas quantidades dinâmicas importantes:
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√
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onde a = (rmin + rmax)/2 é o semi-eixo maior da órbita.

I. Comparação entre órbitas circulares e eĺıpticas

Energy and angular momentum for closed orbits 
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B. How (if at all) would your answer in part A be different if you instead wanted to achieve a circular 
orbit of radius rP starting from point P?  Explain. 

 

 

 

III. Application:  Comparison of circular and elliptical orbits 
Suppose now that the orbit of your shuttle 
is shown in polar view at right.     

A. Carefully and accurately sketch the 
circular orbit in which the shuttle-
planet system would have the same 
total energy as for the original orbit.  
Explain. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Consider a location where both orbits 
intersect. 

1. In which orbit (if any) would the shuttle pass through that location with the faster speed?  Explain 
how you can tell. 

 
 
 
 
 

2. In which orbit (if any) would the shuttle pass through that location with the greater angular 
momentum?  Justify your answer two different ways:   

•  using your answer in part 1 as a guide, and  
 
 
 
 
 
• using the shapes of the orbits as a guide 

 
 
 
 

 

Imagine que você esteja pilotando uma espaçonave em
torno de um planeta desconhecido. Você leva sua
espaçonave até uma órbita eĺıptica, como mostra a
figura à direita. A distância entre sua espaçonave
e o centro de massa do sistema espaçonave-planeta
(tomado neste caso como coincidente com o centro do
planeta) varia de um valor mı́nimo de 3 unidades até
um máximo de 15 unidades.

A. Qual é o raio da órbita circular na qual o sistema
espaçonave-planeta teria a mesma energia total que na
órbita eĺıptica? Desenhe com cuidado esta órbita no
diagrama.

Considere agora um ponto onde as duas órbitas se interceptam.
B. Sobre qual das duas órbitas a espaçonave passará por estes ponto de interseção com maior rapidez?
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C. Sobre qual das duas a espaçonave passará por estes pontos de interseção com maior momento angular
(em módulo)? Justifique sua resposta usando dois racioćınios distintos:

• Usando a conexão entre o momento angular e os parâmetros geométricos das órbitas;

• Usando a definição Lz = |~r × ~p| e sua resposta ao item B.

D. [Discussão] Neste caṕıtulo, nós deduzimos a expressão para a energia orbital E usando apenas as
equações para r(φ) e v(r) no ponto rmin. É posśıvel fazer-se a mesma dedução para Lz?

PARE AQUI e confira suas respostas com o instrutor!
(espaço para rascunho abaixo)
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II. Comparação entre as órbitas, continuação

Energy and angular momentum for closed orbits 
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B. How (if at all) would your answer in part A be different if you instead wanted to achieve a circular 
orbit of radius rP starting from point P?  Explain. 

 

 

 

III. Application:  Comparison of circular and elliptical orbits 
Suppose now that the orbit of your shuttle 
is shown in polar view at right.     

A. Carefully and accurately sketch the 
circular orbit in which the shuttle-
planet system would have the same 
total energy as for the original orbit.  
Explain. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Consider a location where both orbits 
intersect. 

1. In which orbit (if any) would the shuttle pass through that location with the faster speed?  Explain 
how you can tell. 

 
 
 
 
 

2. In which orbit (if any) would the shuttle pass through that location with the greater angular 
momentum?  Justify your answer two different ways:   

•  using your answer in part 1 as a guide, and  
 
 
 
 
 
• using the shapes of the orbits as a guide 

 
 
 
 

 

A. Determine agora o raio da órbita circular que
a espaçonave teria que percorrer para ter o mesmo
momento angular que na órbita eĺıptica, e represente a
órbita circular no diagrama.

B. Considere agora o ponto onde estas duas órbitas se
interceptam. Sobre qual das duas a espaçonave passará
por este ponto de interseção com maior rapidez? Outra
vez, justifique sua resposta usando dois racioćınios distintos:

• Usando seu conhecimento sobre o momento angular em cada uma das duas órbitas, e

• Usando seu conhecimento sobre a energia total em cada órbita.

C. Quais são a excentricidade ε e o fator de escala c da órbita eĺıptica?

D. [Discussão] Qual das órbitas discutidas nesta página tem menor peŕıodo, a órbita eĺıptica ou a circular?
Se duas espaçonaves iniciam seus movimentos sobre cada uma destas órbitas simultaneamente a partir de
φ = 0, quantas vezes uma vai ultrapassar a outra até que a mais lenta retorne ao ponto onde φ = 0?

PARE AQUI e confira suas respostas com o instrutor!
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III. Transferência de uma órbita eĺıptica para uma circular
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I. Energy, angular momentum, and the shapes of elliptical orbits  
Imagine that you were to pilot a shuttlecraft in an elliptical orbit around an uncharted planet.  Your orbit 
has semi-major axis a1, semi-minor axis b1, and latus rectum α1.  Another (identical) shuttle enters a 
different elliptical orbit with corresponding quantities a2, b2, and α2.   

A. If the orbits of both shuttles correspond to the same total energy, which of the quantities mentioned 
above must be equal?  Explain your reasoning.    

 
 
 
 
 
B. How would your answer to part A be different if the orbits instead corresponded to the same angular 

momentum?  Explain.    

 
 
 
 
 
 
II. Application:  Transfer from an elliptical to a circular orbit 
Suppose that the orbit of your shuttlecraft were shown in polar view below.  The foci of the orbit (each 
indicated by an “×”), perigee distance (rP), apogee distance (rA), and latus rectum (α) are labeled.  

A. It is desired to transfer from the original 
elliptical orbit to a circular one.  To conserve 
fuel, you want to accomplish the maneuver with 
a single firing (either forward or reverse) of 
your shuttle’s thrusters.  

To maintain a constant distance rA from the 
center of the planet (starting at point A), would 
you need to increase or decrease the speed of 
the shuttle as it passes point A?  Justify your 
answer two different ways:   

• using an argument based on angular 
momentum 

 
 
 
 
 

 
• using an argument based on the total energy of the shuttle-planet system  

 
 
 

ENERGY AND ANGULAR MOMENTUM FOR CLOSED ORBITS 

 

A  P  

Planet  

Polar view of orbit (not to scale)  

rA  rP  

!  c

Outro diagrama da órbita de sua espaçonave está rep-
resentado à direita. Os focos da órbita (indicados por
um “x”), as distâncias de periapse rP , e de apoapse rA,
além do fator de escala c, estão indicados no diagrama.

A. Você quer transferir sua espaçonave desta órbita
eĺıptica para outra circular. Para gastar menos com-
bust́ıvel, você quer fazer isto disparando o propulsor
de sua espaçonave uma única vez (para frente ou em
reverso).

Para se transferir para uma órbita circular de raio
rA, a partir do apoapse (ponto A), você precisa aumen-
tar ou diminuir a rapidez de sua espaçonave ao passar pelo ponto A? Justifique sua resposta usando dois
racioćınios distintos:

1. Baseando-se no momento angular;

2. Baseando-se na energia total das órbitas.

B. Como mudaria sua resposta ao item A se você quizesse se transferir para uma órbita circular de raio
rP a partir do periapse (ponto P)? Explique seua racioćınio.
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IV. Aplicação: a órbita de trasferência de Hohmann
Homework:  Energy and angular momentum for closed orbits 
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3. In interplanetary exploration, elliptical 
transfer orbits, like the one shown from 
Earth to Mars, allow space probes to reach 
the intended destination using a minimum 
of fuel.  (Such orbits are called Hohmann 
transfer orbits.) 

Note:  Assume the orbits of Earth and 
Mars about the Sun are circular with radii 
1.000 AU and 1.524 AU, respectively.  
Ignore any effects due to the rotation of 
the Earth.   

a. Describe qualitatively the maneuvers 
required for the probe upon entering 
and leaving the transfer orbit.  That is, 
must the probe increase or decrease 
its speed (i) upon entering the transfer 
orbit at point 1?  (ii) upon entering 
Mars orbit at point 2?  Explain. 

 
 

 
b. Determine the following quantities: 

• the semimajor axis, eccentricity, and latus rectum of the transfer orbit 
 
• the time required for the probe to travel from point 1 to point 2 along the transfer orbit 

 
(Note:  When measuring time in units of earth-years and distance in AU’s, the quantity 4π/GMsun 
has a value of unity.) 

 
 
c. It is said that interplanetary expeditions can be launched at only certain times, or “launch 

opportunities.”  In light of your results from part b above, explain what is meant by this 
statement. 

 
 
d. Make your results from part (a) quantitative (rather than just qualitative) by calculating: 

• the change in speed (in m/s) required for the probe to enter the transfer orbit at point 1 
 

• the change in speed (in m/s) required for the probe to enter Mars orbit upon reaching point 2 
 

 
 
 

 

Sun  

Earth 
orbit  

Transfer orbit  Mars 
orbit  

rM  
rE  

1 2 

Órbitas de transferência eĺıpticas, como aquela
mostrada no trajeto entre a Terra e Marte, se con-
stituem na maneira energeticamente mais eficiente de
se enviar sondas espaciais entre dois objetos, ambos
em órbita do Sol sobre o mesmo plano. Estas orbitas
são chamadas de órbitas de transferência de Hohmann
em homenagem a Walter Hohmann, que propôs esta
solução em 1925.

A. Descreva qualitativamente as manobras necessárias
para que a sonda espacial entre e saia da órbita de
transferência. Em particular, a sonda deve aumentar
sua rapidez ou diminuir sua rapidez no ponto 1? E no

ponto 2?

PARE AQUI e confira suas respostas com o instrutor!

B. [desafio!] Determine o fator de escala c e a excentricidade ε da órbita de transferência. Use unidades
astronômicas (UA) - o raio orbital da Terra tem 1 UA, por definição. O raio orbital de Marte é aproximada-
mente 1.5 UA.

C. [desafio!] Quanto tempo a sonda vai passar na órbita de transferência, em anos terrestres? (Dica:
qual a duração de uma órbita eĺıptica completa ao longo da órbita de transferência?)
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