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Modelo SI 1

• Existem 2 tipos de indiv́ıduos na população: Suscet́ıvel (S) e
Infectado (I);

• A população é fixa, de modo que S + I = 1;

• Todos os agentes podem interagir entre si;

• Regras:

S + I
λ
→ I + I

1R. M. Anderson, R. M. May, Infectious Diseases of Humans: Dynamics and

Control (Oxford University Press, Oxford, 1991).



Ilustração: Rede completamente

conectada



Solução Anaĺıtica

Podemos descrever a evolução das populações S e I através de EDO’s,

dS

dt
= −λ S I

dI

dt
= λ S I

Como S + I = 1, podemos reduzir essas 2 equações a uma única:

dI

dt
= λ I (1− I )

A solução dessa equação para a condição inicial I (0) = I0 é

I (t) =
I0e

λ t

1− I0 + I0e
λ t



Evolução temporal: λ = 0.1
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Evolução temporal: diferentes λ
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Infectado (I);

• A população é fixa, de modo que S + I = 1;

• Todos os agentes podem interagir entre si;

• Regras:

S + I
λ
→ I + I

I
α
→ S

2R. M. Anderson, R. M. May, Infectious Diseases of Humans: Dynamics and

Control (Oxford University Press, Oxford, 1991).



Solução Anaĺıtica

Podemos descrever a evolução das populações S e I através de EDO’s,

dS

dt
= α I − λ S I

dI

dt
= −α I + λ S I

Como S + I = 1, podemos reduzir essas 2 equações a uma única:

dI

dt
= (λ− α) I − λ I 2

A solução geral dessa equação é

I (t) =
λ− α

λ− c e−(λ−α) t



Solução Anaĺıtica

As soluções estacionárias (tempos longos) são simples de serem obtidas.
No estado estacionário, dS/dt = dI/dt = 0, então além da solução
trivial I = 0 e S = 1 obtemos

S =
α

λ

I = 1−
α

λ
=

λ− α

λ

Se λ < α, vale a solução trivial, senão vale a outra. Isso define o
chamado limiar epidêmico:

λc = α



Evolução temporal: λ < λc
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Evolução temporal: λ > λc
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Estados Estacionários

0 0.05 0.1 0.15 0.2
λ

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
I es

ta
c

⇒ N = 104 agentes, α = 0.1, curva: (λ− α)/λ



Sumário

1 Introdução

2 Modelo SI

3 Modelo SIS

4 Modelo SIR

5 Modificações



Modelo SIR 3

• Existem 3 tipos de indiv́ıduos na população: Suscet́ıvel (S),
Infectado (I) e Recuperado (R);

3R. M. Anderson, R. M. May, Infectious Diseases of Humans: Dynamics and

Control (Oxford University Press, Oxford, 1991).



Modelo SIR 3

• Existem 3 tipos de indiv́ıduos na população: Suscet́ıvel (S),
Infectado (I) e Recuperado (R);
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Modelo SIR 3

• Existem 3 tipos de indiv́ıduos na população: Suscet́ıvel (S),
Infectado (I) e Recuperado (R);

• A população é fixa, de modo que S + I + R = 1;

• Todos os agentes podem interagir entre si;

• Regras:

S + I
λ
→ I + I

I
γ
→ R

3R. M. Anderson, R. M. May, Infectious Diseases of Humans: Dynamics and

Control (Oxford University Press, Oxford, 1991).



Análise

Podemos descrever a evolução das populações S, I e R através de EDO’s,

dS

dt
= −λ S I

dI

dt
= λ S I − γ I

dR

dt
= γ I

Haverá ou não uma epidemia nessa população?

dI

dt

∣

∣

∣

t=0
= I0(λ S0 − γ) = I0λ

(

S0 −
γ

λ

)

Portanto, se S0 > γ/λ, temos dI/dt > 0 em t = 0 e teremos um surto

epidêmico. Por outro lado, se S0 < γ/λ, temos dI/dt < 0 em t = 0 e a
doença desaparecerá da população após um tempo.



Evolução temporal
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Modelo SIS: redes complexas 4

• A estrutura de conexões sociais é levada em conta;

• Assim, os indiv́ıduos são posicionados nos śıtios de uma rede com
uma certa distribuição de conectividades P(k);

• Um indiv́ıduo no estado S se tornará Infectado com uma
probabilidade λ se ele estiver em contato com um ou mais indiv́ıduos
Infectados;

• Um indiv́ıduo no estado I se recuperará da doença e se tornará
Suscet́ıvel novamente com uma probabilidade α.

4R. Pastor-Satorras, A. Vespignani, Phys. Rev. E 63, 066117 (2001).



Modelo SIS: Grafo de Erdös-Rényi
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• Como a conectividade na rede de Erdös-Rényi tem apenas flutuações
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muito pequenas (〈k2〉 ∼ 〈k〉), podemos considerar como primeira
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Modelo SIS: Grafo de Erdös-Rényi

• Como a conectividade na rede de Erdös-Rényi tem apenas flutuações
muito pequenas (〈k2〉 ∼ 〈k〉), podemos considerar como primeira
aproximação que cada śıtio tem o mesmo número de vizinhos, isto é,
k ≈ 〈k〉.

• Equação Mestra:

dI

dt
= −α I + λ 〈k〉 I (1− I )

• No estado estacionário İ = 0, de modo que obtemos (para α = 1)

I [−1 + λ 〈k〉 (1− I )] = 0

• Esta equação define o limiar epidêmico λc = 〈k〉−1, e nos dá o
comportamento

⇒

{

I = 0 se λ ≤ λc

I ∼ λ− λc se λ > λc
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considerada no casa do grafo de Erdös-Rényi, pois as flutuações na
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Modelo SIS: Rede de Barabási

• Agora não podemos mais fazer a aproximação homogênea
considerada no casa do grafo de Erdös-Rényi, pois as flutuações na
conectividade 〈k2〉 na rede de Barabási são enormes.

• Equações:

dIk

dt
= −α Ik + λ k (1− Ik)Θ(k , λ)

I =
∑

k

Ik P(k)

• Podemos mostrar que no estado estacionário

I ∼ e
−1/λ

• Ou seja: não existe um limiar epidêmico λc !
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Taxa de Infecção Decrescente no Tempo

• Considerar efeitos de idade na taxa de infecção de algumas doenças
(por exemplo: gripe);

• Estudar os efeitos de uma taxa de infecção dependente do tempo na
transição de fase do modelo SIS na rede aleatória;

• Doenças em plantas 5 (câncer) e em macacos 6 (V́ırus da
Imunodeficiência Śımia) apresentam taxas de infecção que caem
com o tempo;

5C. A. Gilligan, S. Gubbins, S. A. Simons, Phyl. Trans. R. Soc. Lond. B 352, 353
(1997)

6N. K. Vaidya, R. N. Ribeiro, C. J. Miller, A. S. Perelson, Journal of Virology 84,
4302 (2010)



Resultados Experimentais conhecidos:

plantas 7

7C. A. Gilligan, S. Gubbins, S. A. Simons, Phyl. Trans. R. Soc. Lond. B 352, 353
(1997).
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9N. K. Vaidya, R. N. Ribeiro, C. J. Miller, A. S. Perelson, Journal of Virology 84,
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⇒ L. Stolerman et. al., SIAM Journal of Applied Mathematics (2016).



Auto-isolamento de indiv́ıduos



Auto-isolamento de indiv́ıduos
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Vacinação e Dinâmica de Opiniões
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